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Resumen
En el primer cap´ıtulo de esta tesis se describen las principales herramientas geome´tricas
usadas para el estudio de mundos brana y de la gravedad de Einstein Gauss Bonnet. En el
segundo cap´ıtulo se exponen los resultados obtenidos en el modelo de Randall y Sundrum,
el cual es uno de los ma´s exitosos. Luego se estudian tres problemas:
Se analiza el comportamiento del warp factor, el signo de las tensiones de ambas branas
y la propuesta al problema de jerarqu´ıa, en el embedding de dos branas de-Sitter en un
espacio tiempo 5D, para los casos en que la constante cosmolo´gica 5D es positiva, negativa
y 0, obtenie´ndose comportamientos del warp factor diferentes al modelo de Randall y
Sundrum, escenarios en que la tensio´n de la brana restante posee signo positivo y, nuevas
propuestas para la solucio´n al problema de jerarqu´ıas.
Se desarrollan las mismas ideas que en el pa´rrafo anterior, pero ahora en presencia de
gravedad de Einstein-Gauss-Bonnet, y se analiza la influencia del radio (Anti) de-Sitter.
Se presenta un modelo de dos branas con tensiones variables en el tiempo, proponiendo
que la tensio´n de nuestra brana universo var´ıa respecto a la Ley de Eotvos, reproduciendo
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Uno de los ma´s importantes problemas de la f´ısica de hoy en d´ıa es no poseer una teor´ıa
que permita unificar las fuerzas fundamentales existentes en la naturaleza, es decir las
fuerzas electromagne´tica, nuclear fuerte, nuclear de´bil y gravitacional. El Modelo Esta´ndar
logra unificar las tres primeras, pero no incluye a la interaccio´n gravitacional.
En f´ısica, se denomina Problema de Jerarqu´ıas a aquel que surge cuando los para´me-
tros teo´ricos son distintos a los para´metros medidos experimentalmente, o cuando estos
para´metros impiden poder explicar alguna teor´ıa en su totalidad. Uno de los problemas de
jerarqu´ıas ma´s importantes es el no poder explicar la enorme diferencia entre los valores
de la escala electrode´bil MEW ≈ 1TeV y la escala de Planck M4 ≈ 1019GeV . Con esta
inspiracio´n han surgido varios modelos que buscan explicar el problema de jerarqu´ıas ,
algunos de ellos basados en la posibilidad de que el nu´mero de dimensiones existentes en
la naturaleza es mayor a las (3 + 1) que conocemos. De esto u´ltimo surgen los mundos
brana, basados en que nuestro universo es una 3− brana inmersa en un espacio tiempo de
dimensio´n mayor a 4.
En el marco de los mundos brana, uno de los pioneros en plantear una propuesta al
problema de jerarqu´ıas fueron Arkani, Dimopoulos y Dvali (1998) en la referencia [6],
quienes propusieron que la u´nica escala fundamental en la naturaleza es la escala electro-
de´bil, y que la razo´n para tener una escala 4 dimensional tan grande como la escala de
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Plack M4 es la existencia de dimensiones extras.
Otro de los modelos que surgen en el estudio de mundos brana es el de Randall y Sun-
drum (1999), referencia [7], en el cual se soluciona el problema de jerarqu´ıas encontrando
una relacio´n entre las escalas de Planck 4D (M4) y 5D (M5), basa´ndose en la existencia
de dos branas esta´ticas de coordenadas σu = (t, x, y, z) con tensiones de igual magnitud
y signo contrario inmersas en un espacio tiempo 5D anti de-Sitter (AdS5) de coordenadas
xM = (t, x, y, z, φ), donde φ es una coordenada angular . El espacio tiempo es identificado y
con simetr´ıa Z2 (lo cual ba´sicamente significa que la geometr´ıa es reflejada bajo inversiones
del tipo φ → −φ) y adema´s tomado entre φ ∈ [−pi, pi]. El elemento de l´ınea 4D usado en
este modelo es plano:
ds24 = ηuvdx
udxv, (1.1.1)
espacio que se deforma por el warp factor e−2A(φ), quedando el elemento de l´ınea :
ds25 = e
−2A(φ)ηuvdxudxv + r2dφ, (1.1.2)
donde r es el radio de compactificacio´n constante.
En esta tesis se propone un modelo de dos branas esta´ticas en un espacio tiempo que
posee la misma configuracio´n y el mismo embedding que el modelo de Randall y Sundrum,
pero el elemento de l´ınea 4D corresponde a un espacio de-Sitter dS4, donde R
(4D) 6= 0,
analizando los casos donde la constante cosmolo´gica 5D es positiva, negativa y en el l´ımite
a 0, y analizando las consecuencias que esto tiene en el comportamiento del warp factor
e−2A(φ), en el signo de las tensiones de ambas branas y en la propuesta al problema de
jerarqu´ıas.
Tambie´n se analiza la posibilidad de que en este modelo la tensio´n de ambas branas
deje de ser constante como en ref. [7] y pueda variar en funcio´n del tiempo como en ref .
[20].
Finalmente, se analizan las implicancias que tiene la inclusio´n del te´rmino de Gauss-
Bonnet (el cual sera´ explicado en la seccio´n 1.6) en la accio´n usada en este modelo y,
tambie´n analizando las consecuencias que tiene esta inclusio´n en el comportamiento del
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warp factor, en el signo de las tensiones de ambas branas y en la propuesta al problema
de jerarqu´ıas.
Este trabajo esta´ estructurado en forma de 6 cap´ıtulos. En este cap´ıtulo, se explica
en que consiste el problema de jerarqu´ıas, se presentan las principales herramientas para
estudiar los mundos brana y se muestran las principales ideas correspondientes al modelo
ADD, referencia [6].
En el cap´ıtulo 2, se desarrollan en detalle las ideas planteadas en el modelo de Randall
y Sundrum y sus correspondientes resultados . Despue´s se expone el modelo de Randall y
Sundrum en presencia del te´rmino de Gauss-Bonnet, referencia [10].
En el cap´ıtulo 3, se estudia el embedding de 2 branas de-Sitter, usando coordenadas de
Poincare´ y configurando las constantes de modo que la gravedad sea localizada en forma
de la me´trica de Minkowski en la brana ubicada en φ = 0 y en un tiempo igual a la edad de
nuestro universo al que denominaremos E. Se estudiara´n las soluciones con valores de la
constante cosmolo´gica 5D en el l´ımite de Λ→ 0 y para Λ positivo y negativo y, se estudian
las implicancias que esto tiene en el ca´lculo de las tensiones de cada una de las branas y
en la solucio´n al problema de jerarqu´ıas.
En el cap´ıtulo 4, se estudia la posibilidad de que ambas branas posean tensiones varia-
bles en el tiempo , para esto se usara´ el me´todo de Reglas de Suma desarrollado en [18],
usando la idea planteada en [20] de que el factor que multiplica a la accio´n de cada brana
es de la forma T + k1
dT
dt en vez de T constante. En los ca´lculos realizados en este cap´ıtulo
se usan las soluciones de la ecuacio´n de Einstein obtenidas en el cap´ıtulo 3 con Λ → 0,
Λ < 0 y Λ > 0.
En el cap´ıtulo 5, se estudia el mismo embedding y configuracio´n del espacio tiempo que
en el cap´ıtulo 3, pero en presencia del te´rmino de Gauss-Bonnet en la accio´n, y describiendo
la forma en que se modifican los resultados obtenidos en dicho cap´ıtulo.
Finalmente en el cap´ıtulo 6 se discutira´n los resultados obtenidos en este trabajo.
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1.2. La interaccio´n gravitacional y la teor´ıa de la Relatividad
General
El primero en plantear ecuaciones matema´ticas que describen el movimiento relativo
de un sistema O′ movie´ndose con velocidad v constante respecto a otro sistema O, fue
Galileo Galilei, alrededor del 1600, ecuaciones llamadas transformaciones de Galileo. Estas
transformaciones poseen estructura de grupo y uno de sus me´ritos es que permiten que
las leyes de Newton permanezcan invariantes bajo ellas. Estas transformaciones dicen que
la velocidad V de una part´ıcula respecto al sistema O es obtenida mediante la ecuacio´n
V = v + V ′, donde V ′ es la velocidad de la part´ıcula respecto al sistema O′. Sin embargo,
el experimento de Michelson y Morley confirmo´ que la velocidad de la luz es constante y
absoluta para todo sistema de referencia, contrariamente a lo que se obtiene mediante las
transformaciones de Galileo.
Tambie´n surge el problema de que las ecuaciones de Maxwell que gobiernan el elec-
tromagnetismo no son invariantes bajo transformaciones de Galileo. Esto llevo´ a Albert
Einstein, en 1905 a formular la Teor´ıa de la Relatividad Especial, la cual esta´ basada en
dos postulados:
1. Todas las leyes de la f´ısica son va´lidas para todos los sistemas inerciales.
2. La velocidad de la luz en el vac´ıo es igual para todos los observadores inerciales e
igual a c = 3 · 108ms .
Entre los efectos del segundo postulado esta´n la dilatacio´n del tiempo, la contraccio´n
de Lorentz y la no simultaneidad de sucesos. Las mediciones de un observador O de un
suceso de coordenadas (t, x, y, z) se relacionan con las de otro observador O′, quien vera´ el
mismo suceso con coordenadas (t′, x′, y′, z′), mediante las Transformaciones de Lorentz.
Estas transformaciones permiten que la velocidad de la luz sea igual a c en todos los
sistemas y para cualquier observador y adema´s permiten que las ecuaciones de Maxwell
sean invariantes ante ellas.
En Relatividad Especial la nocio´n de distancia esta´ dada por el espacio tiempo de




donde ηuv es la me´trica de Minkowski y donde x
u = (t, x, y, z), y donde se observa que
el tiempo es tratado como una coordenada, por lo que ahora se habla del espacio tiempo.
Esta nocio´n de distancia tambie´n es invariante ante las transformaciones de Lorentz. La
distancia medida por un observador O de un evento de coordenadas (ct, x, y, z) esta´ dada
por:
s2 = −c2t2 + x2 + y2 + z2. (1.2.2)
Si se emite un haz de luz desde el origen, la distancia a la que se encuentra el haz del
origen esta´ dado por x2 + y2 + z2 = c2t2, es decir, una esfera de radio ct. Si se grafica la
ecuacio´n x2 +y2 = c2t2, esta corresponde a un cono invertido, gra´fico conocido como conos
de luz. Debido a que la velocidad de una part´ıcula es siempre menor c, toda trayectoria
cae dentro del cono de luz. Esto implica que, una condicio´n necesaria para que un evento
A sea causa de otro evento B, es que B pertenezca al cono de luz de A.
Una de las problema´ticas existentes era que la Relatividad Especial no es compatible
con la teor´ıa de gravitacio´n de Newton, la que a la vez no era compatible con el electro-
magnetismo gobernado por las ecuaciones de Maxwell. La teor´ıa de la gravedad de Newton
esta´ basada en interacciones gravitatorias instanta´neas provocadas por campos gravita-
torios, mientras que en la Relatividad Especial todo evento B es causado por un evento
pasado A, por lo que perturbaciones gravitacionales instantaneas ser´ıan producidas fuera
de los conos de luz. Adema´s, en aquel entonces, Einstein hab´ıa concebido la Relatividad
Especial como una teor´ıa aplicable solo a sistemas inerciales, lo que lo llevo´ a buscar una
teor´ıa que funcionara para sistemas de referencia generales.
Einstein soluciono´ este problema planteando la idea de que es la masa quien curva el
espacio tiempo, idea que da origen a la teor´ıa de la Relatividad General, en la cual la accio´n











donde G es la constante de Newton, g es el determinante de la me´trica, R es el escalar de
Ricci y Lm es el Lagrangeano de materia. Variando la accio´n con respecto a la me´trica guv
obtenemos las ecuaciones de campo de Einstein:






donde Guv es el tensor de Einstein, Ruv es el tensor de Ricci obtenido de la contraccio´n
del tensor de curvatura de Riemann Rlukv = ∂kΓ
l
uv − ∂vΓluk + ΓlksΓsuv −ΓlvsΓsuk en el primer
y tercer ı´ndice, R es el escalar de Ricci obtenido de la contraccio´n del tensor de Ricci, y
el s´ımbolo de Chrisroffel esta´ definido por la expresio´n Γluv =
1
2g
lk(∂vguk + ∂ugvk − ∂kguv)
. La expresio´n para el tensor de energ´ıa momentum Tuv dependera´ de la naturaleza de la
materia considerada.
1.3. Herramientas geome´tricas usadas en el estudio de mun-
dos branas
Se define una variedad N− dimensional MN como un espacio que localmente tiene
aspecto de RN , lo que significa que en cada punto de MN existe una transformacio´n φ que
mapea una parte U ⊂ MN a RN . Las variedades usadas en f´ısica como espacio tiempo
tienen al menos una dimensio´n temporal. Un objeto extendido es aquel que define una
subvariedad que puede ser interpretada como su propia trayectoria en el espacio tiempo, y
por lo tanto dicha subvariedad tiene una direccio´n tipo tiempo.
1.3.1. Definicio´n de una p-brana
Se define una p-brana como un objeto extendido con p + 1 dimensiones dotada de
una me´trica huv. Definiremos las coordenadas de la brana como σ
u con u = 0...p, donde
generalmente llamaremos σ0 a la coordenada temporal. Una brana es una subvariedad
inmersa en una variedad D dimensional de coordenadas xM con M = 0...D − 1 ( la cual
posee una me´trica gMN ) a trave´s del embedding x(σ) .
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1.3.2. Accio´n de Nambu Goto y la me´trica inducida
Se describira´ el caso de una 1- brana de dimensiones σu = (τ, y) inmersa en una variedad
de coordenadas xM a traves del embedding xM (τ, y) como en [1]. El a´rea de un world sheet







la cual tiene dimensiones de longitud al cuadrado L2. Debido a que la accio´n debe tener
dimensiones de energ´ıa multiplicada por tiempo, la ecuacio´n (1.3.1) se multiplica por el
factor T0c , donde T0 es la tensio´n de la brana, la cual posee dimensiones de fuerza. As´ı, la









(x˙ · x′)2 − (x˙)2(x′)2, (1.3.2)
donde el signo−, al igual que en el caso de la accio´n de una part´ıcula puntual relativista S =
−mc ∫ ds, permite que el tiempo propio que sigue ella entre dos puntos sea un mı´nimo, pero
en este caso se habla de una 1− brana y de un world sheet en vez de una part´ıcula y de una
world line. El punto y la prima representan derivacio´n respecto a τ y a y, respectivamente.
Es importante que la accio´n sea invariante ante reparametrizaciones. El elemento de l´ınea








As´ı, podemos definir la me´trica inducida en el world sheet como en las referencias [1],
[2]:






Volviendo al caso donde σu = τ, y , los elementos de matriz de la me´trica inducida son:
huv =
 (x˙)2 x˙ · x′
x˙ · x′ (x′)2,
 (1.3.5)
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donde se observa que







1.4. Ecuaciones de Einstein para mayores dimensiones
La accio´n escrita en forma general correspondiente a la gravedad en un espacio tiempo












donde y denota a las coordenadas espaciales extras, g(4+n) es el determinante de la me´trica
(4 +n) dimensional, R(4+n) es el escalar de Ricci (4 +n) dimensional, Λ4+n es la constante
cosmolo´gica (4+n) dimensional y κ4+n es la constante de acoplamiento a la accio´n, la cual
puede ser relacionada a la constante de Newton G4+n o a la escala de Planck M4+n segu´n
las siguientes relaciones desarrolladas en [3]:




As´ı, la accio´n para un sistema compuesto por N branas queda:









donde T representa la tensio´n de la brana. La ecuacio´n de Einstein esta´ dada por:
G
(4+n)







donde TMN |ibrana representa el tensor de energ´ıa momentum de la i - e´sima brana y se













δ4+n(xa − Za), (1.4.6)
1.5. Modelo de Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali (ADD)
En el modelo desarrollado en [6] se intenta resolver el problema de jerarqu´ıas mediante
la introduccio´n de n dimensiones extras compactificadas en un radio r (ver figura donde
r = R) .
Figura 1.1: Dimensiones extras en el modelo ADD.






donde xu = t, x, y, z y donde se observa que la parte 4 dimensional no depende de las
coordenadas extras.
Sin tomar en cuenta la presencia de la constante cosmolo´gica la accio´n 4+n dimensional








donde y representa una coordenada extra. En la ecuacio´n anterior podemos observar que
la escala que describe la gravedad 4 + n dimensional es la escala de Planck M4+n.
De esta u´ltima ecuacio´n, sigue que la teor´ıa 4 dimensional es descrita por la escala de




















Este modelo plantea una solucio´n al problema de tener en la naturaleza 2 escalas dife-
rentes y aparentemente independientes como lo son la escala electrode´vil MEW ≈ 103GeV
y la escala de Planck M4 ≈ 1018GeV . Esto que implica (al reemplazar esto u´ltimo en la
ecuacio´n 1.5.5) que G4 ≈ 10−36GeV −2.
La idea sugerida por ADD es que la u´nica escala fundamental en la naturaleza es la
escala electro de´bil, y que la razo´n para tener una escala 4 dimensional tan grande como
M4 es la existencia de dimensiones extras.
Al integrar la ecuacio´n (1.5.2) y asumiendo que
∫
dny es un volu´men denotado como
Vn = r




















As´ı igualando la accio´n efectiva 4 dimensional (1.5.6) con la accio´n 4 dimensional (1.5.3)
se llega a la siguiente relacio´n:
M24 = r
nM2+n4+n , (1.5.7)










Siguiendo con la idea enunciada con anterioridad, reemplazando M4+n por MEW ≈




















En la ecuacio´n (1.5.9) se requiere que el radio tenga unidades de longitud. Usando
unidades de Planck llegamos a que MEW = 10
17cm−1. As´ı de las ecuaciones (1.5.9) y
(1.5.10) el radio de compactificacio´n lo podemos expresar como en la referencia [6]:
r = 1030/n−17cm. (1.5.11)
Si vivimos en un espacio tiempo de 3 dimensiones espaciales el potencial gravitacional







Al introducir n dimensiones extras, con dos masas m1 y m2 separadas a una distancia







donde se observa que se pierde la tradicional dependencia del potencial gravitacional del
factor 1d . Sin embargo, cuando las masas de prueba esta´n separadas a una distancia d >> r
entonces las l´ıneas de flujo gravitacional no pueden penetrar en las dimensiones extras y







Igualando las ecuaciones (1.5.12) y (1.5.14) tambie´n se obtiene la expresio´n (1.5.8) y
en consecuencia la relacio´n (1.5.11) .
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En la relacio´n (1.5.11) se observa que para n = 1, r = 1013cm, este resultado atenta
contra el funcionamiento de la gravedad newtoneana del sistema solar, la cual ha sido
demostrada emp´ıricamente. Para n = 2, r es aproximadamente 0, 1mm. En la referencia
[5] se indica que este valor del radio de compactificacio´n motivo´ a que se probara la ley de
Newton a escalas milime´tricas, pero desafortunadamente hay restricciones cosmolo´gicas y
astrono´micas que rechazan n = 2.
1.6. Inclusio´n del Lagrangeano de Gauss-Bonnet en la accio´n
5D.
Una de las caracter´ısticas de los s´ımbolos de Christoffel es que dependen linealmente
de la primera derivada de la me´trica en funcio´n de sus coordenadas, es decir ΓCAB =
ΓCAB(∂gAB). Al calcular el tensor de Riemann llegamos a que e´l depende linealmente de la
segunda derivada de la me´trica y cuadra´ticamente de la primera derivada de la me´trica ,




2). Consecuentemente el tensor y escalar de Ricci
poseen tambie´n dependencia de las derivadas de la me´trica de la forma (∂2gAB, (∂gAB)
2).
De lo dicho en el pa´rrafo anterior podemos deducir que la ecuacio´n de Einstein GAB =
RAB − 12gABR = kTAB es una ecuacio´n de segundo orden con dependencia lineal de la
segunda derivada de la me´trica, donde el tensor de Einstein GAB posee divergencia nula
GBA;B = 0.




√−gR. Cuando, en lugar del escalar R, se coloca en la accio´n una combinacio´n
lineal f(X,Y, Z) de los escalares X = R2, Y = RABRAB y Z = R
ABCDRABCD, y conse-
cuentemente la accio´n queda de la forma
∫
d4x
√−gf(X,Y, Z), se habla de modificaciones
cuadra´ticas en la curvatura de la gravedad. Tanto X,Y y Z dependen de las derivadas
de la me´trica de la forma ((∂2gAB)
2, ∂2gAB, (∂gAB)
4, (∂gAB)
2), por lo que la inclusio´n del
te´rmino f(X,Y, Z) hace perder la caracter´ıstica de la accio´n de Einstein Hilbert, donde la
dependencia del escalar R es lineal en la segunda derivada de la me´trica.
Una combinacio´n de la forma X − 4Y +Z posee la propiedad de que en ella se anulan
los te´rminos de la forma (∂2gAB)
2, y as´ı se recupera la dependencia lineal de la segunda
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derivada de la me´trica en la accio´n. Esta combinacio´n se conoce como el te´rmino de Gauss-
Bonnet, mostrado en la referencia [22], y es de la forma:
LGB = R
ABCDRABCD − 4RABRAB +R2, (1.6.1)
te´rmino que en 4 dimensiones, su variacio´n entrega una derivada total, por lo que su
presencia no contribuye a las ecuaciones de movimiento. Al incluir LGB en la accio´n 5D,

























donde α es una constante de acoplamiento.
Al variar la accio´n (1.6.2) se obtiene la ecuacio´n de Einstein-Gauss-Bonnet:
G
(5)




donde HAB es el tensor de Lanczos y tiene la siguiente forma:
HAB = 2RACDER
CDE




y donde HAB, al igual que el tensor de Einstein, es un tensor covariantemente conservado
, es decir HBA;B = 0.
La accio´n (1.6.2) tambie´n puede obtenerse usando la teor´ıa de Lovelock para D = 5,





donde L es una ecuacio´n que posee derivadas de orden no mayor a 2 de la me´trica y se







donde d = D2 − 1 (para D par) y d = D−12 (para D impar) , αn es una constante de






























De la ecuacio´n (1.6.7) podemos deducir que en la teor´ıa de Lovelock, para dimensiones
iguales a 7 y 8 aparecen correcciones cu´bicas de la gravedad y, a medida que aumenta
el nu´mero de dimensiones, las correcciones a la gravedad son mayores . Los 3 primeros
te´rminos obtenidos son :
1. Ω0 = 1, con α0 = − Λκ25 .
2. Ω1 = R con α1 = − 12κ25 .
3. Ω2 = LGB con α2 = − α2κ25 .
Aplicando el me´todo variacional en la accio´n (1.6.5) tambie´n se mantienen las propie-
dades de la ecuacio´n de Einstein, es decir, se obtienen derivadas de la me´trica de no ma´s
alto orden que 2 y se obtiene un tensor de divergencia nula.
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Cap´ıtulo 2
Modelo de Randall y Sundrum
2.1. Modelo de Randall y Sundrum de dos branas
Este modelo lo propusieron Randall y Sundrum en la referencia [7] como una alternativa
a la solucio´n al problema de jerarqu´ıas presentada por ADD.
Este modelo se basa en la existencia de dos branas esta´ticas de coordenadas σu =
(t′, x′, y′, z′) inmersas en un espacio tiempo compactificado 5D de coordenadas XM =
(t, x, y, z, φ), donde φ es una coordenada angular. El espacio es identificado e invariante
bajo inversiones de la forma (σu, φ) → (σu,−φ) y es tomado entre φ ∈ [−pi, pi]. En este
modelo las branas esta´n localizadas en φ = 0 y en φ = pi .
Figura 2.1: Ubicacio´n de las branas en el modelo de Randall y Sundrum.
La brana ubicada en φ = 0 corresponde a nuestro universo, en el cual esta´n confinados
todos los campos del Modelo Esta´ndar, mientras que la gravedad se propaga en todo el
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espacio tiempo incluyendo ambas branas.
La posicio´n de ambas branas con respecto al sistema de coordenadas del espacio tiempo
es xM = (t, x, y, z, 0) y xM = (t, x, y, z, pi) respectivamente. Se adopta el sistema de coor-
denadas sobre ambas branas como σu = (t, x, y, z), con lo cual el embedding es inmediato.




u . De la ecuacio´n (1.3.4) podemos expresar las me´tricas
inducidas en cada una de las branas de la siguiente manera:
h0uv = gMN (σ
u, φ = 0)δMu δ
N
v (2.1.1)
hpiuv = gMN (σ
u, φ = pi)δMu δ
N
v , (2.1.2)
donde los super´ındices 0 y pi indican que huv corresponde a las branas ubicadas en φ = 0
y φ = pi, respectivamente. La accio´n que describe este escenario es la siguiente:



























donde M5 es la constante de Planck 5D, R
(5) es el escalar de Ricci 5D , g es el determinante
de la me´trica ambiente , h0 y hpi son los determinantes de las me´tricas inducidas en las
branas ubicadas en φ = 0 y en φ = pi, respectivamente, Λ es la constante cosmolo´gica 5D,
L0 y Lpi son los lagrangeanos de materia 4D en cada una de las branas, y T1 y T2 son las
tensiones de cada brana .
Este modelo considera que L0 = Lpi = 0 . Para obtener la ecuacio´n de Einstein se debe
variar la ecuacio´n (2.1.3) usando el principio de mı´nima accio´n, de manera que la ecuacio´n
de Einstein queda:
4M35GMN + ΛgMN = −TMN |BRANA−0 − TMN |BRANA−pi, (2.1.7)
donde TMN |BRANA−0 y TMN |BRANA−pi son los tensores de energ´ıa momentum correspon-
dientes a las branas ubicadas en φ = 0 y en φ = pi, respectivamente.
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Para calcular el tensor de energ´ıa momentum se procede a evaluar la integral (1.4.6),











donde φi indica la posicio´n de la i-e´sima brana, la cual en nuestro caso es φ1 = 0 y φ2 = pi
.









v δ(φ− φi). (2.1.9)
As´ı, el tensor de energ´ıa momentum correspondiente a la i-e´sima brana expresado en
forma covariante es:









Reemplazando (2.1.10) en la ecuacio´n (2.1.7), la ecuacio´n de Einstein queda:

















La gravedad se va deformando por efecto del warp factor e−2A(φ). El elemento de l´ınea
correspondiente es:
ds2 = e−2A(φ)ηuvdxudxv + r2dφ2, (2.1.12)
donde (u, v) van tomando valores 0, 1, 2, 3 con x0 = t, x1 = x, x2 = y, x3 = z y donde
r corresponde al radio de compactificacio´n constante. De las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.2)
podemos evaluar las me´tricas inducidas en cada una de las branas:
h0uv(x
u) = guv(x





u, φ = pi) = ηuve
−2A(pi). (2.1.14)
Los determinantes de las me´tricas inducidas en cada una de las branas y de la me´trica
ambiente son:
h0 = −e−8A(0) (2.1.15)
hpi = −e−8A(pi) (2.1.16)
g = −r2e−8A(φ), (2.1.17)














Usando el elemento de l´ınea (2.1.12), las componentes del tensor de Einstein son:
Gφφ = 6(A
′)2 (2.1.20)
Guv = − 3
r2
ηuve
−2A(φ)(A′′ − 2(A′)2), (2.1.21)
de lo que se deduce que los elementos no diagonales GMN son 0, adema´s la ecuacio´n de
Einstein posee dos componentes independientes (φ, φ) y (u, v) . As´ı, la componente (φ, φ)
de la ecuacio´n de Einstein para todo valor de φ es:
(A′)2 = − Λ
24M35
r2, (2.1.22)







donde A(φ) = A(φ+ 2pi).
Evaluando las me´tricas inducidas y Guv en la ecuacio´n (2.1.11) encontramos la compo-
nente (u, v) de la ecuacio´n de Einstein:
12M35
r2






ecuacio´n que para valores de φ distintos de 0 y de pi se puede escribir de la forma:











y reemplazando esto u´ltimo en la componente (u, v) (2.1.24):
12M35
r
A′′ = T1δ(φ) + T2δ(φ− pi). (2.1.26)
Para encontrar el valor de la tensio´n en las branas ubicadas en φ = 0 y en φ = pi,

















As´ı, necesitamos que A(φ) posea las siguientes caracter´ısticas:
1. Tenga valor igual a 0 en φ = 0 , para que el warp factor e−2A(φ=0) = e0 = 1, lo que
implica que el elemento de l´ınea en la posicio´n de la brana ubicada en φ = 0 toma
la forma la forma de una me´trica de Minkowski (ver figura 2.2). Para que esto se
cumpla tiene que ser C = 0 en la ecuacio´n (2.1.23).
2. En las ecuaciones (2.1.27) y (2.1.28) observamos que la derivada con respecto a φ,
A’ debe ser discontinua en 0 y en pi.
24
Figura 2.2: Comportamiento del warp factor en la vecindad de la brana ubicada en φ = 0.
3. Adema´s A(φ) tambie´n debe ser solucio´n de la ecuacio´n (2.1.25).
Una solucio´n que posee las 3 caracter´ısticas anteriores es aquella que posee simetr´ıa Z2
(lo que ba´sicamente significa que la geometr´ıa es reflejada bajo inversiones φ → −φ ), la





r|φ| = kr|φ|. (2.1.29)
Para que el factor A(φ) entregue valores reales se requiere que la constante cosmolo´gica
Λ tenga un valor negativo. As´ı, para valores negativos de la constante cosmolo´gica se esta´ en
presencia de dos branas inmersas de un espacio anti de-Sitter.
La ecuacio´n (2.1.29) adema´s es perio´dica de la forma A(φ) = A(φ + 2pi), su primera
derivada tambie´n es perio´dica y es igual a −1 entre φ ∈]−pi, 0[ y es igual a 1 entre φ ∈]0, pi[.






Todo lo descrito en el u´ltimo pa´rrafo puede ser observado en la siguiente figura:
As´ı, A′ = kr|φ|′. Evaluando esto en las ecuaciones (2.1.27) y (2.1.28) encontramos los
valores de cada una de las tensiones:
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= −24M3k = T2. (2.1.32)
2.1.1. Solucio´n al problema de jerarqu´ıas
En este modelo se considera que el radio de compactificacio´n es pequen˜o (pero mayor
a 1k ), por lo que la dimensio´n extra φ no puede ser percibida en experimentos actuales.
Por esta razo´n el espacio tiempo es visto como 4D, lo que nos motiva a buscar una teor´ıa
efectiva 4-dimensional.
Se analizara´n las fluctuaciones en X = σu de la me´trica 4D ηuv .
g˜(4D)uv (X) = ηuv + huv(X), (2.1.33)
donde huv(X) << 1 y donde el tensor huv(X) representa las perturbaciones a la me´trica
4D, ηuv. As´ı el elemento de l´ınea 5D queda de la siguiente forma:
ds25 = e
−2kr|φ|g˜(4D)uv (X)dx
udxv + r2dφ2, (2.1.34)
26





As´ı, la accio´n (2.1.3), considerando solo el te´rmino de curvatura, ya que de esta parte





g˜(5D)R˜(5D) ⊂ S, (2.1.36)
donde ⊂ significa que la parte izquierda de la ecuacio´n anterior esta´ contenida en la accio´n



















y de la ecuacio´n (A-15) del ape´ndice A podemos apreciar que:




As´ı, la parte de la accio´n que depende de R˜(4D) se obtiene reemplazando las ecuaciones








g˜(4D)R˜(4D) ⊂ S, (2.1.40)







La accio´n efectiva 4D es aquella que depende solamente de las coordenadas internas
de la brana σu y, por lo tanto se obtiene integrando la ecuacio´n (2.1.40) en la coordenada
extra φ :
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donde se observa que para valores altos de kr la dependencia en r es de´bil y tomando k del
orden de M4 se obtiene que M4 ≈ M5, lo que aminora dificultades al relacionar variables
entre una escala y otra.
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2.2. Inclusio´n del Lagrangeano de Gauss-Bonnet en el mo-
delo de Randall y Sundrum.
Este trabajo fue realizado por Kim, Kyae y Lee, referencia [10], en 1999. El embedding
y la configuracio´n del espacio tiempo es el mismo que en la seccio´n 2.1, pero ahora se




















la cual, al variarla, nos entrega las ecuaciones de campo:

















Debido a que la configuracio´n del espacio tiempo y el embedding son los mismos que











las mismas que las ya calculadas en las ecuaciones (2.1.13), (2.1.14), (2.1.18) y (2.1.19),
respectivamente. As´ı, la ecuacio´n (2.2.2) puede escribirse como :


















































mientras que la componente (φ, φ) de la ecuacio´n de Einstein-Gauss-Bonnet es:
6M35 (A
′)2 + Λr2 − 12
r2
M5α(A
′)4 = 0, (2.2.7)








′)4 = Λ. (2.2.8)














donde se observa que, debido a que A′′ es una funcio´n de la segunda derivada del valor
absoluto, usando un factor A que sea solucio´n de la componente (φ, φ) de la ecuacio´n de
Einstein-Gauss-Bonnet (2.2.7) , se cumplira´ la igualdad en la componente (u, v) de dicha
ecuacio´n (2.2.9) para valores de φ 6= 0 6= pi . Por lo que, para encontrar A, bastara´ con
resolver la ecuacio´n diferencial correspondiente a la componente (φ, φ). Para resolver la
componente (φ, φ) se reordenara´ la ecuacio´n (2.2.7) :
12αM5(A
′)4 − 6M35 r2(A′)2 − r4Λ = 0, (2.2.10)


































)r|φ| = µ±r|φ|. (2.2.13)
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Algunas restricciones en la ecuacio´n anterior son:
Cuando α < 0 y Λ < 0 solo se permite el valor A− .
Cuando α > 0 se permiten ambos valores A±. La solucio´n A+ es posible tanto para
Λ > 0 como para Λ < 0. La solucio´n A− es posible solo cuando Λ < 0. En ambos
casos debe cumplirse que −3M554 ≤ αΛ .























= −T1δ(φ)− T2δ(φ− pi), (2.2.15)
de lo que se obtienen las tensiones:






por lo que, al igual que en la referencia [7], se cumple que las tensiones de ambas branas
poseen signo opuesto.
En cuanto a la solucio´n al problema de jerarqu´ıas, la accio´n efectiva 4D sigue siendo
la misma que en la referencia [7], por lo que la relacio´n entre M4 y M5 es similar a la
de la ecuacio´n (2.1.43), con la salvedad que en vez de k ahora se usa µ±, esto ya que en
[7] A = rk|φ|, mientras que en este trabajo [10] A = rµ±|φ|, donde k 6= µ±. Es decir, la







Embedding de 2 branas de-Sitter
en un espacio tiempo 5D
Se analizara´ el embedding de dos branas esta´ticas de coordenadas σu = (t, x, y, z) in-
mersas en un espacio tiempo 5D de coordenadas XM = (t, x, y, z, φ), donde φ es una coor-
denada angular. El espacio es identificado e invariante bajo inversio´n (σu, φ) → (σu,−φ)
y es tomado entre φ ∈ [−pi, pi]. En este modelo las branas esta´n localizadas en φ = 0 y en
φ = pi .
A diferencia de la referencia [7], donde g
(4)
uv = ηuv y por lo tanto R
(4D) = 0, las branas
utilizadas sera´n branas de-Sitter, cuyo elemento de l´ınea esta´ dado por ( Ver Ape´ndice B.2,







donde (x, y, z) ∈]−∞,∞[, mientras que la cordenada temporal t ∈ [0,∞[. En el Ape´ndice
B.2 se explica que ocurre en t = 0.





udxv + r2dφ2. (3.0.2)
Se buscara´n soluciones A(φ) para valores de la constante cosmolo´gica en el l´ımite→ 0 y
para valores positivos y negativos , es decir, en estos dos u´ltimos casos, estando en presencia
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de un espacio de-Sitter(dS5) o anti de-Sitter( AdS5), respectivamente. El estudiar estos
casos permitira´, entre otras cosas:
Analizar nuevos comportamientos del warp factor, lo que tiene incidencia en el ta-
man˜o que se ven las cosas en el espacio tiempo 5D a lo largo de la dimensio´n φ, y
as´ı explorar alternativas similares y diferentes a la presentada por Randall y Sun-
drum, donde las cosas se ven exponencialmente ma´s pequen˜as a medida que se alejan
de nuestra brana universo. Respecto a esto, una nueva forma del warp factor puede
producir nuevos efectos en la relacio´n de masas mφ=0 = e
−Amφ=pi, presentada en el
modelo RS, y por ende, podr´ıan derivarse nuevas relaciones para la masa de Higgs.
Explorar bajo que para´metros podr´ıamos estar en presencia de dos branas con ten-
siones positivas, o de distinto signo, como en el modelo de Randall y Sundrum y, en
particular abrir la posibilidad de que la brana ubicada en φ = pi tenga una tensio´n
positiva, lo que implicar´ıa tener un comportamiento similar al de nuestro universo,
es decir, poseer una densidad de energ´ıa positiva y una presio´n negativa. Ya que no
existen para´metros para determinar la estabilidad de un sistema de dos branas, por
las condiciones geome´tricas del sistema y por el ancho de las branas, el cual toma el
l´ımite → 0 en la dimensio´n extra, s´ı puede ser considerado un sistema de dos branas
con tensio´n positiva, como tambie´n se ha desarrollado en los trabajos [27] y [28] .
Explorar nuevos valores para el radio de compactificacio´n, y comparar sus efectos
con los descritos en los modelos ADD y Randal y Sundrum.
Proponer nuevas relaciones entre las constantes κ4 y κ5, y adema´s describiendo los
efectos que tienen estas relaciones en el valor del radio de compactificacio´n, y en
encontrar relaciones en que M4 y M5 puedan tener valores cercanos, lo que aminora
dificultades al relacionar variables entre una escala y otra.
La constante cosmolo´gica puede calcularse usando la expresio´n:
ΛD = ±(D − 1)(D − 2)
2l2
, (3.0.3)
donde l es el radio (A)dS, el cual es una constante real. Para D = 5 :
33
Λ5 = ± 6
l2
. (3.0.4)



















La ecuacio´n de Einstein es:

























e2A(φ)r2R(4D) + Λr2 = 0, (3.0.7)
ecuacio´n que en el caso ana´logo a Randall y Sundrum, donde R(4D) = 0, posee una solucio´n





|φ| = rk|φ|. (3.0.8)
El valor de R(4D) para el elemento de l´ınea (3.0.1) esta´ dado en la ecuacio´n (B.2-7) del
Ape´ndice B y es R(4) = 12
L2
, mientras que el valor de la costante cosmolo´gica lo obtenemos








La componente (u, v) de la ecuacio´n de Einstein se obtiene evaluando la expresio´n



























El factor A(φ) debe ser solucio´n de la componente (φ, φ) de la ecuacio´n de Einstein
(3.0.9) y adema´s debe permitir que se cumpla la igualdad en la componente (u, v) (3.0.10)












u)e−2A(φ) = 0., (3.0.11)










El factor (A′)2 lo obtenemos de la ecuacio´n (3.0.9), mientras que A′′ lo obtenemos al











condicio´n que se cumple para branas de-Sitter dS4 como se explica en detalle en el Ape´ndice
B, ecuacio´n (B.2-9). Por lo tanto en el embedding de una brana de-Sitter dS4 en un espacio
tiempo 5D caracterizado por el elemento de l´ınea (3.0.2), el factor A(φ) que es solucio´n
de la componente (φ, φ) de la ecuacio´n de Einstein tambie´n es solucio´n de la componente
(u, v) para valores de φ 6= 0 6= pi (3.0.11). Por lo tanto, bastara´ con resolver la ecuacio´n
diferencial correspondiente a la componente (φ, φ) para encontrar dicho factor.
3.1. Ca´lculo de las tensiones en las branas

















































































































Debido a que el factor A(φ) posee simetr´ıa Z2, su primera derivada es discontinua en
φ = 0 y en φ = pi. As´ı, al integrar la ecuacio´n (3.1.6) entre φ ∈]−, [ y entre φ ∈]pi−,−pi+[
el u´nico te´rmino que al integrarlo depende de A′ es el segundo de izquierda a derecha, por
lo tanto, el te´rmino restante del lado izquierdo se anula. A continuacio´n se calculara´n las





























3.2. Propuesta al problema de jerarqu´ıas.






g(5D)R(5D) ⊂ S, (3.2.1)
donde
√
g(5D) y R(5D) se calculan a partir del elemento de l´ınea (3.0.2). Nuevamente se





e2AR(4D) ⊂ R(5D), (3.2.3)
donde
√
g(4D) y R(4D) se calculan a partir del elemento de l´ınea (3.0.1). Reemplazando































3.3. Soluciones con Λ→ 0
Esto ocurre en el l´ımite cuando l→∞. Observando la ecuacio´n (3.0.9), para este caso,









(|φ| ± C)2, (3.3.2)
donde C es una constante que definiremos como positiva. Para el caso de r = 1 esta
solucio´n es similar a la planteada en la referencia [8], donde se estudian las soluciones de
la ecuacio´n de Einstein en ausencia y presencia de L
(5D)
GB en el vac´ıo, en un espacio (A)dS5
y, con guv(σ
u) correspondiente a un (A)dS4.









udxv + r2dφ2. (3.3.3)
Al graficar el factor (|φ|+ Er )2 r
2
t2
entre φ ∈]− pi, pi[, para r = 1 y t = E = 3 se observa
siguiente comportamiento :
Si ahora analizamos nume´ricamente w = (|φ|−E)
2
E2
, observamos que tomando pi ≈ 3, el
warp factor se comporta como en la figura 3.2(a) para E = 1,5 y como en la figura 3.2(b)
para E = 4.
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Figura 3.1: Comportamiento nume´rico del warp factor en φ = 0 y para t = E, tomando
r = 1 y E = 3.
(a) Comportamiento del warp
factor w = (|φ|−E)
2
E2
, con E =
1,5.
(b) Comportamiento del warp
factor w = (|φ|−E)
2
E2
, con E = 4.
Figura 3.2: Comportamiento nume´rico del warp factor
3.3.1. Ca´lculo de las tensiones para el caso Λ→ 0










La tensio´n T1 posee signo positivo, mientras que la tensio´n T2 es negativa cuando el
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radio de compactificacio´n r cumple la condicio´n r < Epi y positiva cuando r >
E
pi .
Ahora tomando el signo + en (3.3.3) se obtiene :







donde se observa que el valor de la tensio´n T1 posee signo negativo , mientras que la
tensio´n T2 posee signo positivo. Caso poco atractivo desde el punto de vista f´ısico, ya que
una tensio´n negativa en nuestra brana universo esta´ asociada a una densidad de energ´ıa
negativa y a una presio´n positiva mediante la relacio´n T = ρ = −p , lo que causar´ıa un
efecto atractivo en la brana en lugar de repulsivo.
Es interesante observar que en ambos casos, para valores de r pequen˜os, en el l´ımite
r → 0 se recupera el resultado de Randall y Sundrum donde T1 = −T2 .
3.3.2. Propuesta al problema de jerarqu´ıas para Λ→ 0 .
Evaluando la relacio´n (3.2.6), usando el factor e−2A de la ecuacio´n (3.3.2) , con C = Er ,












donde se observa que la dependencia en r deja de ser de´bil como en el caso de Randall
y Sundrum . Usando el mismo supuesto que en este u´ltimo modelo, donde M5 ≈ M4 =
1019GeV , es decir κ24 ≈ 10−38GeV −2 y κ25 ≈ 10−57GeV −3 (aproximaciones hechas usando
la ecuacio´n 1.4.1 ), y suponiendo E y L del orden de κ4, obtenemos en ambos casos (±)
un radio r ≈ 10−20GeV −1, lo que en unidades de Planck es similar a decir r ≈ 10−32cm,
resultado que no lleva a conflictos con las observaciones del sistema solar, como en el caso
de una dimensio´n extra en el modelo ADD, referencia [6]. Otra ventaja es que el valor de
r es cercano a la longitud de Planck lp ≈ 10−32cm, lo que permite que las constantes este´n
bien ajustadas entre ellas .
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3.4. Soluciones con Λ < 0.



















|φ| ± C), (3.4.2)
solucio´n que para r = 1 es la misma que la obtenida en la referencia [8] . Reemplazando
(3.4.2) en el elemento de l´ınea (3.0.2) se llega a:
ds2 = l2 sinh2(
r
l
|φ| ± C) 1
t2
ηuvdx
udxv + r2dφ2, (3.4.3)
donde C = sinh−1(El ) .




r = l = E = 1, obtenemos el gra´fico de la figura 3.3 .
Figura 3.3: Comportamiento nume´rico del warp factor en φ = 0 y para t = E, tomando
r = l = E = 1 .
Mientras que, analizando nume´ricamente w = sinh2( rl |φ| − C) l
2
E2
para r = l = 1,
tomando E = 2, 3 y E = 11013, respectivamente, se obtienen las figuras 3.4(a) y 3.4(b) .
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(a) Comportamiento del warp
factor w = sinh2( r
l
|φ| − C) l2
E2
para r = l = 1, E = 2,3 .
(b) Comportamiento del warp





ra r = l = 1, E = 11013.
Figura 3.4: Comportamiento nume´rico del warp factor.
3.4.1. Ca´lculo de las tensiones para el caso Λ < 0.
Considerando el signo + en la ecuacio´n (3.4.2) se llega a :






















donde el valor de T1 sera´ siempre negativo, ya que la funcio´n cosh(x) es por definicio´n
positiva . En cambio, el valor de la tensio´n T2 sera´ positivo para cualquier valor de l . Por
lo tanto, este resultado es poco atractivo desde el punto de vista f´ısico.























donde la tensio´n T1 posee signo positivo, mientras que la tensio´n T2 puede ser positiva
o negativa para distintos valores de l, esto u´ltimo lo podemos observar gra´ficamente en
la figura (3.5), donde se muestra el comportamiento nume´rico de la funcio´n 1l coth(
rpi
l −
sinh−1(El )) para r = 1 y E = 100.
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Figura 3.5: Comportamiento nume´rico de la funcio´n 1l coth(
rpi
l − sinh−1(El )) para r = 1 y
E = 100.
3.4.2. Propuesta al problema de jerarqu´ıas para Λ < 0 .






































donde al igual que en la ecuacio´n (3.3.8) se observa dependencia en r, L y E, pero en este
caso dichas dependencias son distintas. Adema´s esta relacio´n depende del para´metro l ( y
consecuentemente de Λ ) . Por ejemplo si tomamos los mismos valores que en la figura 3.5
el lado izquierdo de la ecuacio´n (3.4.8) es positivo. Una desventaja de este resultado, es
que resulta dificil ajustar los valores de L, l y E respecto a κ4 e interpretar los valores de
r y κ5, debido al nu´mero de te´rminos presentes en la ecuacio´n.
3.5. Soluciones con Λ > 0



















|φ| ± C), (3.5.2)
solucio´n que para r = 1 es similar a la obtenida en la referencia [8] . Reemplazando la
ecuacio´n (3.5.2) en el elemento de l´ınea (3.0.2) queda:
ds2 = l2 sin2(
r
l
|φ| ± C) 1
t2
ηuvdx
udxv + r2dφ2, (3.5.3)
con C = sin−1(El ) y |El | ≤ 1.
Es atractivo estudiar esta solucio´n ya que esta vez el warp factor depende de la funcio´n
sin(x), la que se comporta nume´ricamente distinto a la funcio´n sinh(x), esto ya que la
primera funcio´n es perio´dica, mientras que la segunda es creciente desde 0 hasta∞, lo que
implica que la gravedad se deforma de una manera distinta en este caso .
El warp factor l
2
E2
sin2( rl |φ|+ C) se comporta gra´ficamente de formas distintas depen-
diendo de los valores de r, l y E como podemos ver en las figuras 3.6(a), 3.6(b), 3.7(a) y
3.7(b).
(a) Comportamiento nume´rico






para r = l = E = 1 .
(b) Comportamiento nume´rico






para r = 1 y l = E = 10.
Figura 3.6: Comportamiento nume´rico del warp factor.
3.5.1. Ca´lculo de las tensiones para el caso Λ > 0.










para r = 1, l = 10 y E = 4 .
(b) Comportamiento nume´rico






para r = 1, l = 10 y E = 4 .
Figura 3.7: Comportamiento nume´rico del warp factor.














































En ambos casos las dos branas pueden tener tensiones tanto positivas como negativas,
dependiendo de los valores de E, r y l. Una ventaja de este resultado es que, ajustando
los valores de E y l para que T1 sea positivo, se puede ajustar r para que T2 posea tanto
signo positivo como negativo.
3.5.2. Propuesta al problema de jerarqu´ıas para el caso Λ > 0 .
Evaluando el factor e−2A de la ecuacio´n (3.5.2) en la expresio´n (3.2.6), se encuentra
que la relacio´n entre las constantes de acoplamiento ( considerando que r sea mu´ltiplo de










La ventaja de este resultado radica en que escogiendo l ≈ L, tenemos pocas compli-
caciones para ajustar los valores de k4 y k5. Escogiendo que M4 sea del orden de M5, es
decir k24 ≈ M−24 y k25 ≈ M−34 , llegamos a que el radio r debe ser del orden de M−14 , lo
que es equivalente a decir r ≈ 10−33cm, valor que no atenta contra el funcionamiento de
la gravedad newtoneana del sistema solar. En el caso de que l y L tambie´n sean del orden
de M−14 llegar´ıamos a que la constante cosmolo´gica es del orden de M4 .
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Cap´ıtulo 4
Modelo de dos branas de Sitter
con tensio´n variable en el tiempo
Una de las caracter´ısticas del modelo de Randall y Sundrum es que tiene una geometr´ıa
que impone a ambas branas poseer tensiones de igual magnitud pero de signo contrario,
valores que son constantes en el tiempo.
En la referencia [17] se cuestiona el hecho de que la tensio´n de nuestra brana universo
Tb ha tenido siempre el mismo valor, proponiendo que dicho valor var´ıa respecto a su
temperatura, conforme a la Ley de Eotvos, la cual dice que la tensio´n de una superficie
aumenta cuando la temperatura de ella disminuye. Se asume que los valores iniciales de
la temperatura y el factor de escala fueron Tc y amin, respectivamente, y, a medida que el
tiempo avanza, el universo se enfr´ıa, aumentando el valor de la tensio´n Tb conjuntamente
con el factor de escala a, y por tanto, hay una expansio´n asociada . El valor de la tensio´n







donde el factor de escala a es inversamente proporcional a la temperatura T y donde K es
una constante. Haciendo el reemplazo a = TcaminT en la ecuacio´n anterior se llega a :
Tb = K(Tc − T ), (4.0.2)
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donde se observa que la tensio´n tiene un valor inicial igual a 0 y alcanza un valor asinto´tico
de KTc en el caso de enfriarse la brana hasta una temperatura T → 0. A las branas que
poseen una tensio´n como la de la ecuacio´n (4.0.1), en la referencia [17] se les denomina
Branas de Eotvos .
En la referencia [20] se plantea una generalizacio´n de las Branas de Eotvos, en la que
la variable independiente deja de ser la temperatura y pasa a ser el tiempo, quedando la
tensio´n de la siguiente manera:
Tb = ±λt± β, (4.0.3)
donde λ es una constante positiva, β es una constante que indica el valor inicial de la
tensio´n de la brana y t es el tiempo. En la ecuacio´n (4.0.3), tomando la tensio´n de nuestro
universo como Tb = λt+β, con β positivo, se observa que a medida que el tiempo avanza la
tensio´n aumenta, asociando esto u´ltimo a un enfriamiento y a un aumento del para´metro de
escala y, consecuentemente, a una expansio´n. Por lo tanto, esta generalizacio´n es atractiva
para estudiar algunos aspectos de la evolucio´n cosmolo´gica del universo.
Por contraparte, cuando la tensio´n de la brana es de la forma Tb = −λt±β, implica que
la tensio´n disminuye con el tiempo, lo que se asocia a un aumento de la temperatura en la
brana y a una disminucio´n del para´metro de escala y, en consecuencia a una contraccio´n.
En este modelo se supone el mismo embedding y la misma configuracio´n del espacio
tiempo que en el modelo de Randall y Sundrum, referencia [7], la diferencia radica en
que para el ca´lculo de las tensiones se usa el me´todo llamado Reglas de Suma en Mundos
Brana , referencias [18] y [19], en vez de integrar en la vecindad de la brana.
En la referencia [20] se estudio´ el comportamiento de las tensiones de ambas branas
asumiendo un universo plano, con R4D = 0, y usando el warp factor del modelo de Randall
y Sundrum. En este trabajo se estudiara´ que ocurre en el caso de que el elemento de
l´ınea ds24 corresponda a un dS4, usando como warp factor las soluciones encontradas en
el cap´ıtulo anterior. A continuacio´n revisaremos en que consiste el me´todo de Reglas de
Suma.
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4.1. Modificacio´n del tensor de energ´ıa momentum usando
reglas de suma en mundos brana
Este me´todo fue descrito en las referencias [18] y [19] y consiste en un set de condiciones
derivadas desde la ecuacio´n de Einstein para escenarios de mundos brana con espacio
interno perio´dico. En particular, se obtiene una expresio´n que al intregrarla en la dimensio´n
extra se anula, lo que nos permite encontrar interesantes relaciones entre las tensiones de las
branas, la constante cosmolo´gica y el escalar de Ricci 4D. Un interesante modelo aplicable
con este me´todo es el de Randall y Sundrum. Considerar el elemento de l´ınea:
ds2 = W 2(φ)guv(σ
u)dxudxv + r2dφ2, (4.1.1)
donde (u, v) toman valores 0, 1, 2, 3 mientras φ toma el nu´mero 5. Usaremos las siguientes

















donde ′ indica derivacio´n respecto a φ. Multiplicando la ecuacio´n (4.1.2) por guv(5D) =
W−2guv(σu) y (4.1.3) por g55 = 1
r2
se llega a:
Ru(5D)u −R(4D)W−2 = −
12
r2














(1− n)Wn = −12(W
′)2
r2W 2















(1− n)Wn +R5(5D)5 (n− 4)Wn =
12(W ′)2
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= T55 − g55
3
T = T55 − g55
3
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Multiplicando la ecuacio´n (4.1.12) por guv(5D) y la ecuacio´n (4.1.13) por g
55

















− T uu − 4T 55
)
(4.1.14)
*La ecuacio´n de Einstein RAB − gAB2 R = κTAB , al multiplicarla por gAB y, usando el hecho de que
en un 5 dimensional espacio tiempo gABg
AB = 5 llegamos a que R = − 2κT
3
y, as´ı podemos expresar la
ecuacio´n de Einstein como RAB
κ

















− T uu + 2T 55
)
, (4.1.15)




















− T uu + 2T 55
)
, (4.1.17)














T uu + (2n− 4)T 55
]
. (4.1.18)
















donde el te´rmino (A′e−nA)′ es una derivada total, el cual al integrarla en el espacio interno
compacto sin borde (como en el caso de una me´trica perio´dica como en la referencia [7])














El tensor de energ´ıa momentum es :









donde Λ es la constante cosmolo´gica, G5 es la constante de Newton 5D, huv es la me´trica
inducida dada por la ecuacio´n (3.1.1), Li es la posicio´n de la brana esta´tica y Ti es la
tensio´n de la brana. En la referencia [20] se plantea la idea de que la tensio´n de ambas
branas var´ıa en funcio´n del tiempo, haciendo el reemplazo de T por T + k dTdt , donde k
representa la magnitud de la variacio´n temporal. Bajo esto u´ltimo, el tensor de energ´ıa
momentum es :
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donde T1 y T2 representan la tensiones de nuestra brana universo y de la brana ubicada
en φ = pi, respectivamente. A partir de esta u´ltima ecuacio´n se obtiene:


















































Para observar de que forma var´ıa la tensio´n temporalmente dependiendo del valor R(4D)
no se escogera´ n = 1. Para que se anulen el primer y cuarto elemento del lado izquierdo















A continuacio´n se analizara´n 2 casos que cumplen esta u´ltima condicio´n, en los cuales
al menos una de las branas cumple con la ley de Eotvos, y donde ambas tensiones dependen
mutuamente una de la otra, dejando de lado los casos donde ambas tensiones son constan-
tes, y donde cada una de las tensiones es calculada en forma independiente, resolviendo




4.2. Modelo de dos branas de Eotvos.
En este caso, haciendo k1 = k2, las tensiones de las branas T1 y T2 son, respectivamente:
T1 = λt, (4.2.1)
y








y donde T1 y T2 satisfacen la condicio´n (4.1.26). Estamos en un escenario donde nuestra
brana universo aumenta su tensio´n con el tiempo y, conforme a la Ley de Eotvos, se
esta´ enfriando y expandiendo, mientras que la brana restante disminuye su tensio´n y, por
tanto, esta´ contraye´ndose y elevando su temperatura.
Si U es negativa, existe la posibilidad de que la tensio´n T2 tenga un valor positivo en
t = 0 y, por tanto, la brana ubicada en φ = pi tendr´ıa una temperatura inicial menor a
la temperatura cr´ıtica Tc, y un para´metro de escala inicial mayor a amin . Esta situacio´n
implicar´ıa un cambio de signo de la tensio´n cuando la brana eleva su temperatura a Tc en
un tiempo igual a −Uλ .
Una diferencia con la referencia [20], radica en que en ella T2 es siempre negativa en
el caso donde ambas branas son de Eotvos .
4.2.1. Tensio´n de la brana ubicada en φ = pi en el l´ımite Λ→ 0.
Tomando el factor obtenido en la ecuacio´n (3.3.2), el valor de T2 es:
T2 = −λt− 3
4EG5(E ± pir) , (4.2.4)
donde se observa que, tomando el signo + en la ecuacio´n anterior, la tensio´n T2 es negativa
en t = 0, mientras que, tomando signo − esta u´ltima puede ser positiva en t = 0 para
r > Epi .
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4.2.2. Tensio´n de la brana ubicada en φ = pi cuando Λ < 0.
Usando el factor (3.4.2), el valor de T2 es:
T2 = −λt− 3
4lrpiG5
[






Tomando C y l arbitrariamente positivos, se observa lo siguiente:
Tomando signo + en la ecuacio´n (4.2.5), T2 es negativa en todo instante.
Usando el signo − y, para C > pirl , T2 es positiva en t = 0.
Usando signo −, y para 0 < C < pirl , T2 es negativa en todo instante.
4.2.3. Tensio´n de la brana ubicada en φ = pi cuando Λ > 0.
Usando el warp factor de la ecuacio´n (3.5.2 se obtiene:
T2 = −λt− 3
4lrpiG5
[cot(C)− cot(C ± pir
l
)]. (4.2.6)
Debido a la periodicidad de la funcio´n cotangente, el segundo factor de la ecuacio´n anterior,
en ambos casos (±) puede tomar valores positivos y negativos, permitiendo escenarios en
que T2 en t = 0 pueda ser tanto positivo como negativo. Un interesante caso ocurre cuando
r es mu´ltiplo de l, donde U se anula, tomando la tensio´n T2 un valor de −λt, permitiendo
que en todo instante ambas branas posean tensiones de igual magnitud pero distinto signo,
al igual que en el modelo de Randall y Sundrum.
4.3. Modelo donde la brana ubicada en φ = 0 es una brana
de Eotvos
Se escogera´ que la tensio´n de la brana ubicada en φ = 0 es:
T1 = λt. (4.3.1)
Reemplazando T1 en la ecuacio´n (4.1.26) y, haciendo k1 = k2, se obtiene que T2 es:
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T2 = Ke








En la ecuacio´n (4.3.2) se observa que en t = 0 el valor inicial esta´ dado por T2(t = 0) =
K − U , por lo que el signo del valor inicial dependera´ de si el valor de la integral (4.3.3)
es mayor o menor que K. Tambien se observa que T2 posee un tiempo cr´ıtico, el cual se
obtiene calculando t en la ecuacio´n dT2dt = 0 :






claramente, el argumento del logaritmo debe ser mayor a 0, por lo que K y k1 deben tener






(tcri) = − λ
k1
, (4.3.5)
donde, ya que λ es positivo, podemos decir lo siguiente:
Si k1 es negativo y K positivo, la ecuacio´n (4.3.4) es un mı´nimo .
Si k1 es positivo y K negativo, la ecuacio´n (4.3.4) es un ma´ximo.
A continuacio´n se analizara´n gra´ficamente los dos u´ltimos casos mencionados, eligiendo
arbitrariamente valores para K, k1 y λ, tales que |K| > |k1λ|, lo que implica que el tiempo
cr´ıtico sea mayor a 0.
En la figura 4.1(a) se observa un valor mı´nimo en t ≈ 1, 83, antes del cual hay un
periodo de decrecimiento (y contraccio´n) dominado por el te´rmino de Eotvos y, luego,
un periodo de incremento (y expansio´n), dominado por el te´rmino exponencial. Mientras
que, en la figura 4.1(b) hay un ma´ximo en t ≈ 1, 15, donde antes de este periodo hay un
incremento dominado por el te´rmino exponencial y luego una disminucio´n dominada por
el te´rmino de Eotvos.
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En ambas figuras observamos que en el tiempo cr´ıtico hay una especie de rebote, lo
que implicar´ıa un cambio en el comportamiento de la brana. Este feno´meno puede resultar
interesante por la aparicio´n de teor´ıas como el Big Bounce estos u´ltimos an˜os . Este rebote
puede ser eliminado imponiendo la restriccio´n de que |K| = |k1λ|, y as´ı el tiempo cr´ıtico
ser´ıa 0.
El valor de la integral U puede ascender o descender la curva con R(4D) = 0 (la que
corresponde a U = 0), provocando que tensio´n de la brana pueda cambiar de signo una o
dos veces, o mantenga siempre un mismo signo.
(a) Comportamiento temporal
de la tensio´n T2 = 8e
t/2−10t−U
con U = 0 (rojo), U = −2
(azul), U = 6 (amarillo) y U = 9
verde .
(b) Comportamiento temporal
de la tensio´n T2 = −10e−2t−2t−
U con U = 0 (rojo), U = −6
(amarillo), U = −11 (azul) y con
U = 2 (verde) .
Figura 4.1: Comportamiento temporal de la tensio´n T2.
4.3.1. Tensio´n de la brana ubicada en φ = pi en el l´ımite Λ→ 0.
Usando el resultado obtenido en la ecuacio´n (4.2.4), el valor de la tensio´n T2 es:
T2 = Ke
−t/k1 − λt− 3
4EG5(E ± pir) , (4.3.6)
de lo que podemos sacar las siguientes conclusiones:
Tomando signo +, la curva con U = 0 (y R(4D) = 0) desciende en mayor cantidad
conforme r es ma´s pequen˜o.
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Tomando signo −, el valor de U provoca un ascenso de la curva con U = 0, cuando
pir > E, el cual es mayor conforme pir es cercano E. Mientras que, para pir < E, la
curva con U = 0 desciende en mayor cantidad mientras pir es cercano a E.
4.3.2. Tensio´n de la brana ubicada en φ = pi cuando Λ < 0.
Con el valor para U presente en la ecuacio´n (4.2.5), la tensio´n T2 toma la siguiente
forma:
T2 = Ke
−t/k1 − λt− 3
4lrpiG5
[





Tomando el signo +, con l arbitrariamente positivo y, por tanto C tambie´n mayor a 0,
el valor de U provoca un descenso de la curva, cumpliendo con las siguientes caracter´ısticas
:
La magnitud del descenso es mayor a medida que r es cercano a 0, como podemos
ver en la figura 4.2(a) .
Tambie´n el descenso se hace ma´s grande para l pequen˜o (y en consecuencia la cons-
tante cosmolo´gica Λ = − 6
l2
se acerca a −∞ ) como podemos ver en la figura 4.2(b).
(a) Comportamiento
nume´rico de la funcio´n
1
r
(coth(1)− coth(1 + r)) .
(b) Comportamiento nume´rico






Figura 4.2: Comportamiento nume´rico de las funciones 1r [coth(1) − coth(1 + r)] y 1l [coth(1) −
coth(1 + 1l )] .
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Ahora considerando signo −, podemos observar, que el valor de U , puede provocar los
siguientes efectos :
Cuando r < Clpi , hay un ascenso de la curva con U = 0, el cual es mayor mientras
r se acerca a Clpi . Si r >
Cl
pi , hay un descenso, el cual se hace mayor en magnitud
a medida que r es tambie´n cercano a Clpi . Lo descrito en este item, lo podemos ver
ilustrativamente en la figura 4.3(a), donde, cuando el valor de la ordenada es positivo
hay un descenso de la curva, mientras que si es negativo hay un ascenso de esta
u´ltima .
El valor de la constante cosmolo´gica tambie´n influye en el ascenso o descenso de
la curva con U = 0. Hay un descenso para l < pirC , el cual es mayor en magnitud
mientras l sea mas cercano a 0 o a pirC y, hay un ascenso para l >
pir
C , el cual es mayor
mientras l sea ma´s cercano a pirC . Esto puede observarse ilustrativamente en la figura
4.3(b).
(a) Comportamiento
nume´rico de la funcio´n
1
r
(coth(2)− coth(2− r)) .
(b) Comportamiento nume´rico






Figura 4.3: Comportamiento nume´rico de las funciones 1r (coth(2) − coth(2 − r)) y 1l (coth(2) −
coth(2− 1l )).
4.3.3. Tensio´n de la brana ubicada en φ = pi cuando Λ > 0.
En este caso la tensio´n de la brana ubicada en φ = pi es:
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T2 = Ke
−t/k1 − λt− 3
4lrpiG5
[





donde, debido a la periodicidad de la funcio´n cotangente, el tercer factor de la u´ltima
ecuacio´n puede ser tanto positivo como negativo, por lo que los ascensos o descensos de
la curva son sensibles a los valores de E, l y r. Una ventaja de este resultado es que no
se requieren grandes cambios en las magnitudes de las constantes para cambiar de un
escenario a otro.
4.4. Resu´men
En la seccio´n 4.2 se describio´ un modelo en que la tensio´n de nuestro universo aumenta
con el tiempo, estando asociado a esto una expansio´n y un enfriamiento, mientras que,
la tensio´n de la brana restante disminuye, lo que implica que ella esta´ contraye´ndose y
aumentando su temperatura.
Tomando el signo + en los valores obtenidos para T2, en los casos Λ → 0 y Λ < 0,
ecuaciones (4.2.4) y (4.2.5), respectivamente, la tensio´n en todo momento es negativa , y
as´ı siempre la temperatura de la brana ubicada en φ = pi es T > Tc. Tomando signo − en
dichas ecuaciones, el valor de U puede ser negativo en los casos indicados en la siguiente
tabla :
Valor de Λ Condicio´n Mayor magnitud de U Menor magnitud de U
Λ→ 0 r > Epi r ≈ Epi r >> Epi
Λ < 0 r < lpi sin
−1(El ) r ≈ lpi sin−1(El ) r << lpi sin−1(El )
y, podemos decir que en un tiempo tc = −Uλ , la tensio´n T2 cambia de signo positivo a
negativo, lo que implica que T2(t = 0) es positivo y, hasta antes del tiempo tc, la tempe-
ratura de dicha brana es T < Tc. Usando los datos de la tabla anterior, podemos apuntar
las siguientes ideas :
T2 cambia de signo para r >
E
pi cuando Λ→ 0 y para r < lpi sin−1(El ) cuando Λ < 0 .
Para que haya un cambio de signo en la tensio´n T2, se requieren valores de r meno-
res en el caso donde Λ < 0. Esto permite buscar con mayor facilidad valores de r
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pequen˜os, al igual que en el modelo de Randall y Sundrum .
Los cambios de signos ocurren ra´pidamente mientras r es ma´s grande en el caso
Λ→ 0 , y, mientras r disminuye en el caso Λ < 0 .
En el caso donde Λ > 0, pueden haber cambios de signo para distintos valores de r,
debido a la periodicidad de las funciones trigonome´tricas.
Luego en la seccio´n 4.3 se estudio´ el caso donde nuestra brana universo aumenta su
tensio´n en el tiempo, mientras que la brana restante posee un tiempo cr´ıtico, en el cual
cambia de un periodo de contraccio´n a expansio´n o vice versa. Dicho tiempo, puede ser
un valor mı´nimo o ma´ximo de la tensio´n y, el corresponder a uno de los dos casos es
independiente de los valores de E, l, r y L, por lo que, en los 3 escenarios analizados puede
haber un periodo inicial de contraccio´n o expansio´n. Respecto al comportamiento de T2,
pueden identificarse los siguientes casos:
No hay cambio de signo .
Hay un cambio de signo.
Hay dos cambios de signo.
La magnitud de U puede ascender o descender la curva con U = 0 y, estos ascensos
o descensos pueden provocar que el comportamiento de la tensio´n var´ıe de alguno de los
casos mencionados con anterioridad a otro. Tomando signo + en las ecuaciones (4.3.6) y
(4.3.7), correspondientes a los casos Λ→ 0 y Λ < 0, respectivamente, se obtienen mayores
descensos, y por tanto mayores cambios en el comportamiento de la curva con U = 0,
cuando r es cercano a 0. Mientras que, tomando signo − en dichas ecuaciones, el valor de
U provoca descensos en los casos descritos en la tabla anterior, donde tambie´n se indica
en que casos estos ascensos son mayores o menores en magnitud. En el caso Λ > 0, pueden
obtenerse tanto ascensos como descensos de la curva tomando signos + y −, debido a la
periodicidad de la funcio´n cotangente.
60
Cap´ıtulo 5
Embedding de dos branas
de-Sitter, en un espacio tiempo
5D, en gravedad de
Einstein-Gauss-Bonnet.
En este cap´ıtulo se analizara´ el mismo embedding y la misma configuracio´n del espacio
tiempo usado en el Cap´ıtulo 3, con la salvedad que ahora se incluira´ el te´rmino de Gauss-




















ecuacio´n que al variarla entrega las ecuaciones de campo:





















A partir de los elementos de l´ınea 4D (3.0.1) y 5D (3.0.2) se obtienen las componentes



























GB son el escalar de Ricci, el tensor de Einstein y el Lagrangeano
de Gauss-Bonnet respectivamente. Los valores obtenidos del escalar de Ricci y del te´rmino








La componente (φ, φ) de la ecuacio´n de Einstein-Gauss-Bonnet es:
Gφφ + αHφφ + Λr
2 = 0, (5.0.5)
usando Gφφ = 6(A







































Al igual que en el cap´ıtulo 3, se asumira´ que el espacio 5D es un espacio de Sitter (dS5)
o anti de Sitter (Ads5), por lo que la constante cosmolo´gica nuevamente es de la forma
Λ = ± 6
l2




















donde adema´s se observa que en el l´ımite Λ→ 0, es decir con l→∞, la ecuacio´n anterior
es similar a (3.3.1), por lo que el factor e−2A es similar al de la ecuacio´n (3.3.2) en este
caso.
Se considerara´n soluciones con α > 0 para ser consistente con la teor´ıa de cuerdas
donde α debe ser positiva.
La componente (u, v) de la ecuacio´n de Einstein-Gauss-Bonnet es:
Guv + Λe













Usando Guv = G
(4)



















































































ecuacio´n en que se debe cumplir la igualdad para valores de φ 6= 0 6= pi. Para estos valores
el factor G
(4D)
uv es igual a:
G(4D)uv =
[

















) guv(σu) = f(φ)guv(σu).
(5.0.13)
Se evaluara´n los factores A que sean solucio´n de la componente (φ, φ) (5.0.6) en la



























































situacio´n que se cumple para un espacio dS4 como se observa en la ecuacio´n (B.2-9) del
ape´ndice B , de lo que se deduce que todo factor A que sea solucio´n de la componente
(φ, φ) de la ecuacio´n de Einstein-Gauss-Bonnet tambie´n sera´ solucio´n de la componente
(u, v) para valores de φ 6= 0 6= pi, por lo que bastara´ con resolver las ecuaciones diferenciales
correspondientes a la componente (φ, φ) para encontrar el factor A .
5.1. Ca´lculo de las tensiones en las branas
Evaluando en la componente (uv) (5.0.11) las expresiones para h0uv y h
pi
uv calculadas en







































ecuacio´n que al multiplicarla por e2A y reemplazando G
(4D)
































De la ecuacio´n (5.0.6) se tiene que Λ es igual a:
















































α) de la ecuacio´n (5.0.9), la




















Debido a que el factor A(φ) posee simetr´ıa Z2, su primera derivada es discontinua en
φ = 0 y en φ = pi. Al integrar la ecuacio´n (5.1.5) entre φ ∈]− , [ y entre φ ∈]pi− ,−pi+ [
el u´nico te´rmino que depende de A′ es el segundo de izquierda a derecha, por lo tanto, el
te´rmino restante del lado izquierdo se anula. A continuacio´n se calculara´n las tensiones de










































5.2. Propuesta al problema de jerarqu´ıas.
El Lagrangeano de Gauss-Bonnet no tiene influencia en la parte de la accio´n que de-
pende linealmente del escalar de Ricci, por lo que la accio´n 4D y la accio´n efectiva siguen
siendo las mismas que las planteadas en las ecuaciones (3.2.4) y (3.2.5) y, por tanto, la









5.3. Soluciones en el l´ımite Λ→ 0.






la cual es similar a (3.3.1), por lo que los resultados obtenidos en la seccio´n 3.3 no se ven
afectados por la inclusio´n del te´rmino de Gauss bonnet.
5.4. Soluciones con Λ < 0 .
Para Λ = − 6
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ecuacio´n que es de forma similar a (3.4.1), con la salvedad que en vez de l ahora esta´ presente








|φ| ± C), (5.4.4)
solucio´n que para r = 1 es igual a la planteada en la referencia [8] . Adema´s se observa
que e−2A depende de l de distinta forma a como lo hace en la seccio´n 3.4, ya que ahora
l˜ = l˜(l, α) como puede observarse en la ecuacio´n (5.4.2), y adema´s ahora e−2A depende
de la constante de acoplamiento α. En las soluciones para el factor e2A obtenidas en la
seccio´n 3.4 la u´nica restriccio´n que exist´ıa para l era que l 6= 0, sin embargo, ahora adema´s
existe la restriccio´n de que l2 > 8α, por lo que los valores permitidos para la constante
cosmolo´gica estara´n condicionados al valor que posea α.
El elemento de l´ınea 5D es similar al de la ecuacio´n (3.4.3), donde ahora C = sin−1(E
l˜
),
con la salvedad que en vez de l aparece l˜.
Al graficar el factor w = sinh2( r
l˜
|φ| ± C) l˜2
E2
, con C = sin−1(E
l˜
), se obtienen gra´ficos
similares a los de las figuras 3.3, 3.4(a) y 3.4(b) usando valores de L,α y l tales que l˜ sea
igual a 1.
5.4.1. Ca´lculo de las tensiones para el caso Λ < 0.
Tomando signo + en la ecuacio´n (5.4.4) las tensiones son:




























donde T1 y T2 poseen signo negativo y positivo, respectivamente, por lo tanto, este escenario































La tensio´n T1 es positiva, ya que todos sus factores lo son. La tensio´n T2 puede tomar
tanto valores positivos como negativos dependiendo del valor que tome l. En la figura 5.1










α = 0, 0125, E = 10 y r = 1










α = 0, 0125, E = 10 y r = 1.
5.4.2. Propuesta al problema de jerarqu´ıas para Λ < 0.
La relacio´n entre las constantes κ4 y κ5 es similar a la obtenida en la ecuacio´n (3.4.8)
con la salvedad que en vez de l ahora aparece l˜, por lo que ahora var´ıa la forma de ajustar
las constantes l y L y adema´s ahora esta´ presente la constante de acomplamiento α.
5.5. Soluciones con Λ > 0.
Usando Λ = 6
l2















































ecuacio´n de forma similar a (3.5.1), con la salvedad que en vez de l ahora esta´ presente l¯,








|φ| ± C), (5.5.4)




| ≤ 1 , solucio´n que es similar a la planteada en la referencia [8]
para r = 1. Nuevamente puede observarse que la dependencia en l de la deformacio´n de
la gravedad es diferente a la de la seccio´n 3.5, por estar esta constante contenida en l¯, y
adema´s ahora tambie´n influye en esto la constante de acoplamiento α. El elemento de l´ınea
es similar al de la ecuacio´n (3.5.3), con la salvedad de que en vez de l ahora esta´ presente
l¯.





|φ| ± C) para r = E = 1 y, acomodando los valores de
L,α y l para que l¯ sea igual a 1, se obtiene nuevamente la figura 3.6(a), mientras que para
r = 1, E = 10 y acomodando L,α y l para que l¯ sea igual a 10 se obtiene nuevamente
la figura 3.6(b). Para valores de E 6= l¯ tambie´n se pueden reproducir comportamientos
nume´ricos como los de los gra´ficos 3.7(a) y 3.7(b).
5.5.1. Ca´lculo de las tensiones para el caso Λ > 0.
Tomando respectivamente signos + y − en la ecuacio´n (5.5.4) se obtienen los siguientes
valores de la tensio´n T1 :






























































Todos los valores obtenidos pueden tener signo positivo o negativo, debido a la perio-
dicidad de las funciones trigonome´tricas. La presencia del factor l¯ podr´ıa hacer que las
tensiones tengan signo contrario a las obtenidas en ausencia del te´rmino de Gauss-Bonnet,
para valores iguales de las constantes l, E y L.
5.5.2. Propuesta al problema de jerarqu´ıas para Λ > 0.
La relacio´n entre las constantes κ4 y κ5 es similar a la obtenida en (3.5.8) con la salvedad










ecuacio´n en la que hay ma´s constantes involucradas que en la relacio´n obtenida en ausencia
del te´rmino de Gauss-Bonnet, por lo que ahora al ajustar M4 del orden de M5 y l¯ ≈ L ≈ r,




En los cap´ıtulos 1 y 2 se mostro´ que los mundos brana son un modelo efectivo pa-
ra explicar el problema de jerarqu´ıas, consistente en tener en la naturaleza dos escalas
aparentemente distintas como lo son la escala electro-de´bil y la escala de Planck M4. El




nM2+n4+n , la cual depende del taman˜o de las dimensiones extras. El modelo
de Randall y Sundrum, usando un elemento de l´ınea en que la gravedad se deforma por
el warp factor e−2A(φ), logra encontrar que la relacio´n entre las constantes M4 y M5 es
M24 =
M35
k (1−e−2krpi), la cual para valores kr >> 1 depende de´bilmente del valor del radio
r.
En el cap´ıtulo 3, usando un elemento de l´ınea 4D correspondiente a un dS4, se de-
mostro´ que, tanto para Λ→ 0, Λ < 0 y Λ > 0, se puede obtener un elemento de l´ınea 5D
donde la gravedad es localizada en forma de una me´trica de Minkowski, en la ubicacio´n
de la brana que corresponde a nuestro universo φ = 0 y en el tiempo actual E. Algunos
aspectos a considerar en este cap´ıtulo son:
En los 3 casos el comportamiento gra´fico del warp factor var´ıa respecto al presentado
en el modelo de Randall y Sundrum, donde las cosas se ven exponencialmente ma´s
pequen˜as a medida que nos alejamos de nuestra brana universo.
Se obtuvo la posibilidad de que la tensio´n de la brana ubicada en φ = pi pueda tener
tanto valores positivos como negativos, dependiendo de los valores que tomen r, l y
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E.
Se propusieron relaciones entre κ4 y κ5. En los casos Λ→ 0 y Λ > 0 se encontraron
relaciones que permiten valores de M4 ≈ M5, lo que permite relacionar constantes
entre una escala y otra y, valores de r pequen˜os, lo que no nos lleva a conflictos
con observaciones del sistema solar. Para Λ < 0 se obtuvo una relacio´n con muchos
te´rminos, lo que hace inco´modo ajustar las constantes.
En el cap´ıtulo 4 se analizo´ la posibilidad de que la tensio´n de nuestra brana universo
pueda evolucionar temporalmente de acuerdo a la ley de Eotvos, lo cual implica que ella
se enfr´ıa y expande conforme el tiempo avanza.
Primero se analizo´ el caso donde ambas branas poseen tensiones que evolucionan de
acuerdo a esta ley, obtenie´ndose que la tensio´n de brana restante disminuye con el tiempo,
por lo que esta u´ltima se calienta y contrae. En los 3 casos estudiados se encontraron
restricciones bajo las cuales la tensio´n de la brana restante puede ser positiva en t = 0,
lo que implica que ella tuvo una temperatura menor y un factor de escala mayor a los
iniciales en nuestro universo y, adema´s ello implica que dicha tensio´n posee un tiempo en
el cual hay un cambio de signo.
Despues se analizo´ el caso donde solo nuestra brana universo posee tensio´n de Eotvos,
obtenie´ndose que la tensio´n de la brana restante posee un tiempo cr´ıtico en el cual hay
una especie de rebote, lo que implica un cambio de un per´ıodo de contraccio´n a uno de
expansio´n, o vice-versa. En los 3 casos analizados se encontraron restricciones que implican
que la curva correspondiente al comportamiento de la tensio´n de la brana restante con
R(4D) = 0 puede ascender o descender, lo que implica que el comportamiento pueda cambiar
de un escenario donde no hay cambios de signos a uno donde hay uno o dos cambios.
Finalmente se discutieron las implicancias f´ısicas que tienen valores de r pequen˜os y
grandes en los dos modelos estudiados con valores de Λ < 0 ,→ 0 y > 0.
En el cap´ıtulo 5, al igual que en el cap´ıtulo 3, usando un elemento de l´ınea 4D dS4, se
estudio´ las implicancias que tiene la inclusio´n del te´rmino de Gauss-Bonnet en la accio´n,
escogiendo la rama de la teor´ıa donde α > 0. Cuando Λ → 0 se obtuvieron los mismos
resultados que en el cap´ıtulo 3, en ausencia de LGB. Para valores de Λ < 0 y Λ > 0 se
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obtuvieron valores efectivos del radio de (A)dS5, los cuales se denominaron l˜ y l¯, respec-
tivamente. Estos valores efectivos implican que la gravedad se deforma en una manera
distinta que en el cap´ıtulo 3, ya que la dependencia en l es distinta, estando condicionada
ella adema´s a los valores de α en el caso Λ < 0 . Al igual que en el cap´ıtulo 3 se obtuvo que
es posible que la tensio´n de la brana restante pueda ser positiva o negativa y, en los casos
Λ→ 0 y Λ > 0 se obtuvieron relaciones entre κ4 y κ5 que permiten ajustar las constantes
entre una escala y otra y, permiten valores pequen˜os de r.
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Ape´ndice A
Relaciones entre curvaturas en
branas con warp factor
En situaciones comunes se acostumbra usar la ecuacio´n de Einstein una vez definido el
elemento de l´ınea de una superficie. Cuando existe una sub-variedad D dimensional inmersa
en una variedad de mayor nu´mero de dimensiones, las ecuaciones de Gauss y Codazzi nos
entregan relaciones entre los tensores de curvatura correspondientes a cada de ellas, lo que
nos permite definir la ecuacio´n de Einstein en estos casos.
Analizaremos el embedding de una superficie S1 en una superficie de mayor nu´mero
de dimensiones S2, la cual consta de una me´trica gAB. Podemos introducir la me´trica
inducida en S1, a partir de un vector normal y unitario n
A, el cual cumple con la condicio´n
gABn
AnB = 1, como sigue :
iAB = gAB − nAnB, (A-1)






donde la derivada covariante nB;A es calculada con respecto a la me´trica gAB.
La ecuacio´n de Codazzi, referencia [13], nos entrega la siguiente relacio´n entre la




M −DMK = RBDnDiBM , (A-3)
donde D corresponde a la derivada covariante, asociada con la me´trica inducida iAB. La
ecuacio´n de Gauss nos permite expresar el tensor de Riemann en S1, calculado con la
me´trica inducida iAB, en te´rminos del mismo tensor, pero ahora en S2, calculado con la
me´trica gAB. En el caso espec´ıfico donde S1 tiene 4 dimensiones y S2 tiene 5, esta ecuacio´n,













FKMN −KENKMF . (A-4)
La contraccio´n del primer y tercer ı´ndice de (4D)REMFN , multiplicando la ecuacio´n
anterior por iFE , y usando la ecuacio´n (A-1), nos entrega la relacio´n entre los tensores de





N −RABCDnAiBMnCiDN +KEEKMN −KEMKNE . (A-5)
Multiplicando la u´ltima ecuacio´n por iMN , y nuevamente usando la ecuacio´n (A-1), se
obtiene la siguiente expresio´n que vincula los escalares de Ricci 4D y 5D:
(4D)R =(5D) R−RBDnBnD −RACnAnC +RABCDnAnCnD + iMNKEEKMN − iMNKEMKNE .
(A-6)
Mientras que, a partir de las ecuaciones anteriores, la relacio´n entre los tensores de



























(iMN + nMnN )− EMN , (A-7)








y, donde CABCD representa al tensor de Weyl.












La geometr´ıa 5D, dotada de la me´trica gMN , se obtiene al agregarle al elemento de





udxv + r2dφ2, (A-10)
donde M toma valores 0, 1, 2, 3, 5, lo que implica que xM = (t, x, y, z, φ).
El vector normal y unitario en este caso toma la forma:
nM = (0, 0, 0, 0, r), (A-11)
el cual, al reemplazarlo en la ecuacio´n (A-1) nos entrega el valor de la me´trica inducida, el
cual es iuv = e
−2A(φ)g(4D)uv , para valores de M = (0, 1, 2, 3), los cuales son justamente los
valores que toma el ı´ndice u, mientras que, en los dema´s casos se anula. Al reemplazar esto





Con el valor de iMN llegamos a que




, donde R(4D) es calculado con el elemento de l´ınea de la ecuacio´n (A-9). A partir de esto
u´ltimo, la ecuacio´n (A-6) queda:
e2A(φ)R(4D) =(5D) R−RBDnBnD−RACnAnC+RABCDnAnCnD+iMNKEEKMN−iMNKEMKNE .
(A-13)
La suma desde el segundo hasta el sexto te´rmino de la derecha en la ecuacio´n anterior,








Reemplazando la ecuacio´n (A-14) en (A-13) y, re-ordenando esta u´ltima, llegamos a
que la relacio´n entre los escalares de Ricci 4D y 5D es:







A partir del elemento de l´ınea (A-10), obtenemos que la componente (φ, φ) del tensor
de Ricci es Rφφ = 4A
′′ − 4(A′)2. Usando esto u´ltimo y la ecuacio´n (A-15) y, evaluando la





En nuestro caso, la ecuacio´n (A-7) entrega un valor de (4D)Guv (el cual es calculado
con la me´trica inducida iuv) similar a G
(4D)
uv (el cual es calculado con la me´trica g
(4D)
uv ).
Dejando fijos los ı´ndices M y N , en la ecuacio´n (A-7), tal que M = u y N = v, se
obtiene que el primer te´rmino de la derecha es igual a 23Guv, mientras que, la suma desde
el segundo hasta el u´ltimo te´rmino de la derecha en dicha ecuacio´n, utilizando el elemento











Reemplazando la ecuacio´n (A-17) en (A-7) y, tomando en cuenta que el elemento de
l´ınea (A-9) corresponde a un espacio de Sitter dS4, donde G
(4D)
uv = −R(4D)12 g
(4D)
uv , se obtiene














Espacios de-Sitter y anti de-Sitter
4D
B.1. Espacios anti de-Sitter
Un espacio anti de-Sitter es un espacio maximalmente sime´trico, de curvatura constante






En el caso que nuestra teor´ıa sea la de Einstein-Hilbert, la constante b2 = 1
L2
, donde L
es el radio AdS. Este tipo de espacios puede ser definido como una solucio´n en el vac´ıo de la
ecuacio´n de Einstein con constante cosmolo´gica negativa . En el escenario 4D (denominado
AdS4 ), dicho espacio puede ser obtenido del embedding de un hiperboloide 5D en un
espacio plano 5D con dos dimensiones temporales y con signatura Minkowski. La ecuacio´n
para el hiperboloide puede ser escrita como:
− U2 − V 2 +X2 + Y 2 + Z2 = L2, (B.1-2)
donde las coordenadas (U, V,X, Y, Z) toman valores entre ] − ∞,+∞[, y donde L es el
radio de AdS, el cual es una constante real.
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Ya que un espacio anti de-Sitter es una solucio´n en el vac´ıo de la ecuacio´n de Einstein,
el tensor de Einstein puede expresarse como sigue:
Gab = −Λgab. (B.1-3)
As´ı , el elemento de l´ınea 5D es:
ds25 = −dU2 − dV 2 + dX2 + dY 2 + dZ2. (B.1-4)
Usando el cambio de coordenadas de Poincare´ definimos (U, V,X, Y, Z) como:
U =















donde (t, y, z) toman valores entre ]−∞,∞[ y v ∈ [0,∞[. Adema´s se observa que cuando
v = 0 las coordenadas (U, V,X, Y, Z) toman valores igual a −∞ o ∞. Evaluando este




(−dt2 + dv2 + dy2 + dz2). (B.1-6)
Haciendo el cambio de variables v = Le−
x
L , observamos que x = −L ln( vL) , por lo que
la nueva coordenada x ∈] −∞,∞[. Al reemplazar este cambio de variable en (B.1-6), se




L (−dt2 + dy2 + dz2). (B.1-7)
Este espacio posee escalar de curvatura constante igual a :




donde la constante cosmolo´gica toma el siguiente valor:
Λ = − 3
L2
. (B.1-9)









Un espacio de-Sitter, al igual que un espacio AdS, es maximalmente sime´trico, pero de
curvatura constante positiva k = b2. Tambie´n, en el caso que la teor´ıa usada sea Einstein-
Hilbert, este tipo de espacios pueden definirse como una solucio´n en el vac´ıo de la ecuacio´n
de Einstein, pero con constante cosmolo´gica positiva . Un espacio de-Sitter 4D (denominado
dS4 ) puede ser obtenido del embedding de una hipersuperficie 5D en un espacio plano 5D
con una dimensio´n temporal y con signatura Minkowski. La ecuacio´n para la hipersuperficie
es:
− U2 + V 2 +X2 + Y 2 + Z2 = L2, (B.2-1)
donde las coordenadas (U, V,X, Y, Z) toman valores entre ] − ∞,+∞[, y donde L es el
radio de-Sitter, el cual es una constante real.
Ya que un espacio de Sitter tambie´n es una solucio´n en el vac´ıo de la ecuacio´n de
Einstein, el tensor de Einstein nuevamente puede expresarse como sigue:
Gab = −Λgab. (B.2-2)
As´ı , el elemento de l´ınea 5D es:
ds25 = −dU2 + dV 2 + dX2 + dY 2 + dZ2. (B.2-3)
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Se usara´ el siguiente cambio de coordenadas ana´logo al de Poincare´ . Definimos (U, V,X, Y, Z)
como :
U =















donde (x, y, z) toman valores entre ]−∞,∞[ y t ∈ [0,∞[. Adema´s se observa que cuando
t = 0 las coordenadas (U, V,X, Y ) toman valores igual a −∞ o ∞. Evaluando este cambio




(−dt2 + dx2 + dy2 + dz2). (B.2-5)
Haciendo el cambio de variables t = Le−
τ
l , observamos que τ = −L ln( tL) , por lo que
la nueva coordenada τ ∈] −∞,∞[. Al reemplazar este cambio de variable en (B.2-5), se
obtiene que el elemento de l´ınea 4D tambie´n puede expresarse como en la referencia [9] :
ds24 = −dτ2 + e
2τ
L (dx2 + dy2 + dz2). (B.2-6)










Al igual que en un espacio anti de Sitter se cumplen las siguientes relaciones para el
tensor de Einstein:
81







[1] Zwiebach, Barton , A First Course in String Theory. Cambridge University Press,
(2004).
[2] Mikio Nakahara , Geometry, Topology and physics, A. Hilger (1986).
[3] Roy Maartens , Kazuya Koyama , Brane-World Gravity, Living Rev. Relativity 13,
(2010), [arXiv:1004.3962v2 [hep-th]].
[4] Aros , Cuerdas co´smicas y agujeros negros: Su naturaleza interna.
[5] Omar Pedraza, Sobre la fenomenolog´ıa de mundos brana a bajas energ´ıas, (2007).
[6] Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali , The Hierarchy Problem and New Dimensions at
a Millimeter , Phys.Lett.B429:263-272, (1998) , [arXiv:hep-ph/9803315v1].
[7] Randall , Sundrum, A large mass hierarchy from a small extra dimension
Phys.Rev.Lett.83:3370-3373, (1999), [arXiv:hep-ph/9905221v1].
[8] C. Barcelo, R. Maartens, C. F. Souperta i F. Viniegra, Stacking a 4D geometry
into an Einstein-Gauss-Bonnet bulk, Phys.Rev. D67 (2003) 064023 , [arXiv:hep-
th/0211013v2].
[9] P. Mannheim, Brane-Localized Gravity, World Scientific (2005).
[10] Jihn E. Kim, Bumseok Kyae, Hyun Min Lee, Effective Gauss-Bonnet Interaction
in Randall-Sundrum Compactification, Phys.Rev. D62 (2000) 045013, [arXiv:hep-
ph/9912344v1].
83
[11] Lisa Randall, Raman Sundrum , An Alternative to Compactification,
Phys.Rev.Lett.83:4690-4693,(1999), [arXiv:hep-th/9906064v1].
[12] Christos Charmousis and Jean-Francois Dufaux , Gauss-Bonnet gravity renders
negative tension braneworlds unstable, Phys.Rev. D70 (2004) 106002, [arXiv:hep-
th/0311267v3].
[13] Tetsuya Shiromizu, Kei-ichi Maeda, Misao Sasaki , The Einstein Equations on the
3-Brane World, Phys.Rev.D62:024012,(2000), [arXiv:gr-qc/9910076v3].
[14] Yoonbai Kim, Chong Oh Lee, Ilbong Lee, JungJai Lee , Brane World of Warp Geo-
metry: An Introductory Review , J. Kor. Astron. Soc. 37 (2004) 1-14 ,[arXiv:hep-
th/0307023v2].
[15] Jihn E. Kim, Hyun Min Lee , Gravity in the Einstein-Gauss-Bonnet Theory with the
Randall-Sundrum Background ,Nucl.Phys. B602 (2001) 346-366; Erratum-ibid. B619
(2001) 763-764,[arXiv:hep-th/0010093v2].
[16] Pierre Binetruy, Cedric Deffayet, David Langlois , The radion in brane cosmology,
Nucl.Phys.B615:219-236, (2001), [arXiv:hep-th/0101234v2].
[17] Laszlo A. Gergely , Eotvos branes, Phys.Rev.D79:086007, (2009) , [arXiv:0806.4006v2
[gr-qc]].
[18] Gary Gibbons, Renata Kallosh, Andrei Linde , Brane World Sum Rules, JHEP
0101:022, (2001) , [arXiv:hep-th/0011225v2].
[19] Frederic Leblond, Robert C. Myers, David J. Winters , Consistency Conditions
for Brane Worlds in Arbitrary Dimensions, JHEP 0107 (2001) 031, [arXiv:hep-
th/0106140v2].
[20] M. C. B. Abdalla, J. M. Hoff da Silva, R. da Rocha , Notes on the Two-brane Model
with Variable Tension, Phys.Rev.D80:046003,(2009) , [arXiv:0907.1321v1 [hep-th]].
[21] Pierre Binetruy,Cedric Deffayet,David Langlois , Non-conventional cosmology from a
brane-universe, Nucl.Phys.B565:269-287, (2000) , [arXiv:hep-th/9905012v2].
84
[22] Naresh Dadhich , On the Gauss-Bonnet Gravity, 12th Regional Conference on Mat-
hematical Physics, Islamabad, (2006 ) , [arXiv:hep-th/0509126v3].
[23] N. Deruelle and L. Farina-Busto , The Lovelock gravitational field equations in cos-
mology, Phys. Rev., D41:3696, (1990) .
[24] Kin-ya Oda, Takao Suyama and Naoto Yokoi , Smoothing out Negative Tension Brane.
Phys.Lett.B675:455-459, (2009) , [arXiv:0811.3459v3 [hep-ph]].
[25] Pe´rez-Lorenzana , An introduction to the brane world. V Mexican Workshop on Gra-
vitation and Mathematical Physics, Morelia, Mexico. November 24 - 29, (2003) ,
[arXiv:hep-ph/0406279v2].
[26] Marcus Spradlin, Andrew Strominger and Anastasia Volovich , Les Houches Lectures
on de Sitter Space, (2001), [arXiv:hep-th/0110007v2].
[27] Shinji Mukohyama , Quantum effects, brane tension and large hierarchy in the brane-
world, Phys.Rev. D63 (2001) 044008 , [arXiv:hep-th/0007239v4].
[28] Saurya Das, Debaprasad Maity, Soumitra SenGupta , Cosmological constant, brane
tension and large hierarchy in a generalized Randall-Sundrum braneworld scenario,
JHEP0805:042, (2008), [arXiv:0711.1744v2].
85
